sol.prova scritta Analisi e Ric.Oper. 07.09.2017 by Negrini, Paolo
07 settembre 2017, es.1) Programmazione lineare
Discutere il seguente problema di Programmazione lineare: trovare il massimo di 
p(x1, x2, x3, x4) = x1 + x2 + 8 x3 -− 2 x4  con i vincoli xk ≥ 0 (1 ≤ k ≤ 4) e:
x1 + 2 x2 + 5 x3 + 5 x4 = 20
2 x1 + 4 x2 + x3 + x4 = 13
4 x1 -− x2 + 11 x3 + 2 x4 = 8
Può essere utile osservare che, indicate con Ak (1 ≤ k ≤ 4) le prime 4 colonne, e con B la quinta 
colonna della matrice
1 2 5 5 20
2 4 1 1 13
4 -−1 11 2 8 ,
risulta  A3 = 2 A1 -−A2 +A4 ; B =A1 + 2 A2 + 3 A4 .
Soluzione.
Seguendo le indicazioni del testo scegliamo come prima base dello spazio A*⋆ generato dalle 
colonne di A, matrice dei coefficienti del sistema scritto sopra, l’insieme B1 = {A1, A2, A4}; con 
questa scelta si ottiene la prima tabella del simplesso come segue:
A1 A2 A3 A4 B___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___
xv1 = x1 cv1 = c1 = 1 1 0 2 0 1
xv2 = x2 cv2 = c2 = 1 0 1 -−1 0 2
xv3 = x4 cv3 = c4 = -−2 0 0 1 1 3___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___
0 0 -−9 0 -−3(z1 -− c1) (z2 -− c2) (z3 -− c3) (z4 -− c4) (z)
Siccome z3 -− c3 = -−9 < 0 e la colonna 3 della tabella contiene termini positivi  bisogna operare la “trasformazione pivotale” facendo entrare nella base il vettore A3 al posto di uno di quelli presenti in 
B1 .
Il criterio di uscita impone di calcolare β𝛽1α𝛼1,3 = 12 ; β𝛽3α𝛼3,3 = 3; il minimo di questi due valori è β𝛽1α𝛼1,3 = 12 , 
quindi il vettore che esce da B1 è Av1 =A1 .  Con semplici calcoli si ottiene la nuova tabella del 
simplesso relativa alla base B2 = {A3, A2, A4} :
A1 A2 A3 A4 B___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___
xv1 = x3 cv1 = c3 = 8 12 0 1 0 12
xv2 = x2 cv2 = c2 = 1 12 1 0 0 32
xv3 = x4 cv3 = c4 = -−2 -− 12 0 0 1 52___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___
11
2 0 0 0
1
2(z1 -− c1) (z2 -− c2) (z3 -− c3) (z4 -− c4) (z)
Siccome adesso tutti gli zj -− cj sono ≥ 0 , l’algoritmo è terminato; la funzione obiettivo ha massimo 
nella regione ammissibile, il massimo vale z = 12  ed è assunto per (x1, x2, x3, x4) = 0, 32 , 12 , 52 .
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07 settembre 2017, es.2) Distribuzioni
Sia, per x ∈ ℝ e n ∈ℕ ,  fn(x) = sen(n x) , Tn = Tfn la distribuzione associata a fn.
a) Giustificare il fatto che le funzioni fn sono idonee per definire distribuzioni.
b) Dimostrare che la successione (Tn) converge a zero in 𝒟 ' (ℝ)
Può essere utile, presa φ𝜙 ∈𝒟(ℝ), svolgere una integrazione per parti con derivazione di φ𝜙, nell’in-
tegrale che definisce 〈Tn , φ𝜙〉.
Soluzione.
a) Le funzioni fn sono continue, quindi localmente sommabili, e come tali idonee a definire delle 
distribuzioni.
b) La successione (fn) non converge nemmeno puntualmente a qualche funzione in ℝ; nonostante 
ciò, si ha la convergenza a zero in 𝒟 ' (ℝ).  Dobbiamo mostrare che per ogni φ𝜙 ∈𝒟(ℝ) si ha
l i m
n→+∞ ∫ℝsen(n x) φ𝜙(x) ⅆx = 0
Siccome φ𝜙 ha supporto compatto, questo è contenuto in un intervallo limitato [a, b].  Allora:
∫ℝsen(n x) φ𝜙(x) ⅆx = ∫absen(n x) φ𝜙(x) ⅆx = -− 1n cos(n x) φ𝜙(x)x=ax=b + 1n ∫abcos(n x) φ𝜙 ' (x) ⅆx == 1n ∫abcos(n x) φ𝜙 ' (x) ⅆx , tenendo presente che suppφ𝜙⊆ [a, b] .
e allora
∫ℝsen(n x) φ𝜙(x) ⅆx ≤ 1n (b -− a)*⋆maxx∈[a,b] φ𝜙(x) + 1n (b -− a)*⋆maxx∈[a,b] φ𝜙 ' (x) ;
e questa espressione ha evidentemente limite 0 quando n⟶+∞ . A⊆ℝ
07 settembre 2017, es.3) Punti di accumulazione
Ricordiamo che un numero reale a si dice punto di accumulazione per un insieme A⊆ℝ se per 
ogni ε𝜖 > 0 esiste almeno un x ∈A tale che 0 < x -− a < ε𝜖.
a) Mostrare che esiste una successione di elementi di A che ha per limite a.
b) Mostrare che esiste una successione di elementi di A tutti diversi tra loro che ha per limite a.
Soluzione.
È sufficiente provare b), perché a) ne segue come conseguenza.
La definizione di punto di accumulazione applicata con ε𝜖1 = 1 dice che
esiste almeno un x1 ∈A tale che 0 < x1 -− a < ε𝜖1
La definizione di punto di accumulazione applicata con ε𝜖2 =min  x1 -− a , 12  dice che
esiste almeno un x2 ∈A tale che 0 < x2 -− a < ε𝜖2
Siccome x2 -− a < x1 -− a , risulta x2 ≠ x1 .………
La definizione di punto di accumulazione applicata con ε𝜖n =min  xn-−1 -− a , 1n  dice che
esiste almeno un xn ∈A tale che 0 < xn -− a < ε𝜖n………
La costruzione che abbiamo adottato per la successione (xn) mostra che i suoi termini sono tutti 
diversi tra loro, perché la successione delle distanze xn -− a  è strettamente decrescente; la 
successione (xn) è inoltre convergente ad a perché xn -− a < 1n .
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La costruzione che abbiamo adottato per la successione (xn) mostra che i suoi termini sono tutti 
diversi tra loro, perché la successione delle distanze xn -− a  è strettamente decrescente; la 
successione (xn) è inoltre convergente ad a perché xn -− a < 1n .
Ragionando nello stesso modo, ponendo semplicemente ε𝜖n = 1n , si prova ciò che viene richiesto in 
(a); ma conviene risolvere subito entrambe le questioni, ed è ciò che abbiamo fatto.
Osserviamo che il ragionamento esposto mostra la seguente nota proprietà del punti di accumu-
lazione: se a è punto di accumulazione per A, allora ogni intorno di a contiene infiniti punti di A.
07 settembre 2017, es.4) Verifica di un limite.
Verificare, applicando la definizione di limite, che limx→+∞ 2 x2+5x2+2 x = 2 .
Soluzione.
Si tratta di provare che (indicato con D il dominio naturale di f ):
∀ ε𝜖 > 0∃ T > 0, ∀ x x ∈D⋀x > T ⇒ 2 x2+5x2+2 x -− 2 < ε𝜖
Si ha quanto segue:
2 x2+5
x2+2 x -− 2 = 2 x2+5-−2 x2-−4 xx2+2 x = 5-−4 xx2+2 x = x -−4+ 5x x21+ 2
x
 = 1x  -−4+ 5x1+ 2
x
Se x > 5 allora -−4 + 5x ≤ 4 + 5x < 5 , e  1 + 2x > 1 ; allora 2 x2+5x2+2 x -− 2 < 5x
Per valori positivi di x è 5x < ε𝜖⟺x > 5ε𝜖 .  Perciò, se x >max 5, 5ε𝜖  allora  2 x2+5x2+2 x -− 2 < ε𝜖 ; la verifica è 
riuscita, con T = 5ε𝜖 .
07 settembre 2017, es.5) Una funzione che non ha limite.
Dimostrare che non esiste il limite per x⟶+∞ di f (x) = x cos x .
Soluzione.
Se esistesse lim
x→+∞ f (x) = ℓ𝓁 (finito o infinito), allora per ogni successione (xn) tale che  limn→+∞ xn = +∞ 
sarebbe lim
n→+∞ f (xn) = ℓ𝓁 .
Però, se poniamo xn = π𝜋2 + nπ𝜋 abbiamo  limn→+∞ xn = +∞  e limn→+∞ f (xn) = 0 ; invece, posto yn = 2 nπ𝜋 
abbiamo ancora lim
n→+∞ yn = +∞, ma limn→+∞ f (yn) = limn→+∞ 2 nπ𝜋 = +∞ ;  avendo ottenuto due risultati diversi 
con due diverse successioni, rimane provato che non esiste lim
x→+∞ f (x).
07 settembre 2017, es.6) Acquisto a rate.
Luca acquista una lavatrice che costa 460€; per il pagamento sceglie un finanziamento che il 
negozio gli offre: anziché pagare immediatamente 460€, Luca pagherà dodici rate mensili di 40€, 
la prima tra un mese da oggi.
a) Scrivere l’equazione avente come soluzione il tasso mensile i12 del finanziamento; 
(l’equazione non è risolubile elementarmente).  Il venditore dichiara: TAEG (annuale) del finanzia-
mento 8.23%.
Verificare che quanto affermato dal venditore è vero (con piccolo arrotondamento).
b) Per pagare ciascuna rata di 40€ Luca deve usare un bollettino di conto corrente postale che 
costa 1.70€; Luca spende quindi ogni volta effettivamente 41.70€.  Verificare che, a causa di ciò, 
il tasso annuo del finanziamento non è 8.23%, ma è invece, approssimativamente, 17%.
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b) Per pagare ciascuna rata di 40€ Luca deve usare un bollettino di conto corrente postale che 
costa 1.70€; Luca spende quindi ogni volta effettivamente 41.70€.  Verificare che, a causa di ciò, 
il tasso annuo del finanziamento non è 8.23%, ma è invece, approssimativamente, 17%.
Soluzione.
a) Detto x il tasso mensile del finanziamento, bisogna che il valore attuale dele 12 rate mensili sia 
uguale a 460, cioè
460 = 40∑k=112  11+x k,  cioè  460 = 40*⋆ (1+x)12-−1x (1+x)12
Quest’ultima è l’equazione risolvendo la quale si troverebbe i12 .
Mathematica fornisce la soluzione approssimata dell’equazione:
FindRoot460 == 40 *⋆ (1 + x)12 -− 1
x (1 + x)12 , {x, 0.01}{x → 0.00660915}
Il tasso annuo equivalente è i tale che 1 + i = (1 + i12)12, cioè
i = 1 + 0.006609153389991386`12 -− 1
0.0822572
coerente con la dichiarazione del venditore (8.23%)
Non avendo a disposizione strumenti informatici dobbiamo operare diversamente: il tasso annuo 
0.0823 corrisponde a un tasso mensile i12 tale che (1 + i12)12 = 1.0823 ;  ora è suficiente una calcola-
trice tascabile per calcolare i12 :
i12 = (1.0823) 112 -− 1
0.00661247
Adesso controlliamo se i12 così calcolato soddisfa la relazione 460 = 40*⋆ (1+x)12-−1x (1+x)12 ; di nuovo, il calcolo 
è eseguibile facilmente con la calcolatrice.
40 *⋆ 1 + i1212 -− 1
i12 1 + i1212
459.99
Il risultato conferma in pratica la correttezza di quanto affermato dal venditore.
b) La risoluzione “diretta”, con Mathematica, dà
FindRoot460 == 41.70 *⋆ (1 + x)12 -− 1
x (1 + x)12 , {x, 0.01}{x → 0.0131947}
i = 1 + 0.013194739295462703`12 -− 1
0.170348
Senza questo strumento evoluto, ripetiamo la verifica a ritroso, come prima.  Il tasso mensile equiva-
lente al tasso annuo 17% è i12 (usiamo lo stesso simbolo di prima, anche se ora è un valore 
diverso) tale che (1 + i12)12 = 1.17 ; 
i12 = (1.17) 112 -− 1
0.0131696
Il valore attuale di 12 rate mensili di 41.70€ relativo a i12 calcolato sopra è
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41.70 *⋆ 1 + i1212 -− 1
i12 1 + i1212
460.072
che conferma (a meno della piccola differenza di 0.072€) l’esattezza di quanto affermato in (b). 
Osservazione. La spesa per il bollettino, relativamente a rate di modesto importo, come quelle del 
presente esempio, cambia drammaticamente il tasso dell’operazione, rendendolo più che doppio.  
Questo fatto non deve però essere ritenuto una scorrettezza nell’informazione fornita dal venditore, 
perchè egli comunica il tasso relativo agli importi da lui richiesti, non essendogli imputabili eventuali 
costi aggiuntivi richiesti da intermediari finanziari come Banche o Posta.
Tuttavia, dal punto di vista del cliente, questo è un altro elemento di attenzione, a conferma del fatto 
che gli acquisti a rate non sono (quasi) mai un buon affare.
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